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Аннотация. В настоящее время фрезерование явля-
ется одним из основных рабочих процессов, приме-
няемых при строительстве и ремонте автомобиль-
ных дорог. При выполнении технологической опера-
ции на рабочем органе возникают резко перемен-
ные, случайные нагрузки. Это связано с периодиче-
ским характером взаимодействия режущих эле-
ментов с обрабатываемым материалом и случай-
ным характером условий и режимов работы агре-
гата. В статье рассмотрена модель формирования 
момента сопротивления на фрезе. Представлен 
случай, когда она состоит из участков, каждый из 
которых имеет несколько плоскостей резания и 
различное число ножей, равномерно расположенных 
в плоскости. В статье предложена аналитическая 
методика определения взаимных спектральных 
плотностей моментов сопротивления, формируе-
мых на различных участках, которая позволяет на 
стадии проектирования рассчитывать спектраль-
ную плотность момента на рабочем органе с уче-
том его конструкции, угловой скорости, случайной 
изменчивости физико-механических свойств обра-
батываемой среды, глубины фрезерования. Вероят-
ностные характеристики нагрузок на фрезе слу-
жат исходной информацией для динамического 
анализа системы привода и конструкции агрегата, 
его прочностного анализа,  выбора оптимальных 
параметров и режимов работы. 
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Abstract. Milling is the main workflow for trailer and 
self-propelled road mills, recyclers and process com-
plexes for road construction and repair. Their applica-
tion allows achieving high quality of works, to provide 
complex mechanization and to provide high productivi-
ty. In process of technological operation, sharply varia-
ble random loads occur on working element. The paper 
discusses the model of forming the resistance moment on 
the mill. The case is presented when it consists of sec-
tions, each of which has several cutting planes, with 
different number of knives in the plane and radius along 
the ends of cutting elements. The article proposes a 
method of calculating mutual spectral densities of re-
sistance moments at different sections of the mill. Ex-
pressions are obtained, which make it possible at design 
stage to calculate spectral density of moment on work-
ing member taking into account its design, angular ve-
locity, random variability of physical and mechanical 
properties of treated medium, depth of milling. Proba-
bilistic characteristics of the mill loads serve as initial 
information for dynamic analysis of the drive system and 
unit design, its strength analysis, selection of optimal 
parameters and operating modes. 
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1. Введение 
 

В настоящее время фрезерование являет-
ся одним из основных и наиболее эффектив-
ных рабочих процессов, применяемым при 
строительстве и ремонте автомобильных до-
рог [1-5]. Его использование позволяет до-
стичь высокого качества работ, обеспечить 
комплексную механизацию и высокую про-
изводительность. 

При выполнении технологических опера-
ций применяются различные типы фрезер-
ных барабанов [3-5]:  

- стандартные и грубые, используемые 
для фрезерования бетонных покрытий и 
полного удаления дорожного полотна;  

- точные для удаления локальных неров-
ностей, создание «гладких» поверхностей и 
корректирования дорожных профилей; 

- сверхточные для создания высоко-
шероховатых поверхностей с целью повы-
шения сцепления колеса с дорогой, фрезеро-
вания покрашенных поверхностей.  

Фрезерные барабаны отличаются боль-
шим разнообразием конструкцией, схемами 
расположения, количеством режущих эле-
ментов и режимами работы.  

В процессе эксплуатации на рабочий ор-
ган дорожной фрезы действуют переменные 
случайные силы и моменты [6]. Такой харак-
тер обусловлен периодическим взаимодей-
ствием резцов с обрабатываемым материа-
лом и случайными свойствами изменения 
условий работы, определяемые глубиной 
фрезерования, наличием дефектов на по-
лотне дороги, физико-механическими свой-
ствами обрабатываемой среды, числом обо-
ротов фрезы и скоростью ее перемещения. 
Кроме того, существенное влияние на фор-
мирование силовых воздействий оказывает 
вид выполняемой технологической опера-
ции, тип фрезерного барабана, конструкция 
его подвески и ее параметры, система управ-
ления рабочим органом, износ режущих эле-
ментов [4, 5-7]. 

 Это предопределяет высокий уровень 
динамических нагрузок в элементах кон-
струкции агрегата, что уменьшает его 
надежность,  приводит к снижению энерге-
тических показателей работы двигателя [7], к 

ухудшению качества выполнения техноло-
гической операции и технико-экономических 
показателей работы дорожной фрезы.  

В [8] была разработана модель формиро-
вания момента сопротивления на фрезе. 
Представлен случай, когда она состоит из 
K  участков, каждый из которых имеет не-
сколько плоскостей резания M  , с различ-
ным числом ножей L , равномерно распо-
ложенных в плоскости (рис. 1). Радиус по 
концам режущих элементов внутри каждого 
из участков одинаков.  

Момент сопротивления на рабочем ор-
гане дорожной фрезы равен [8] 

            
1

K

CM t M t





 ,                                                  

где  CM t  – момент сопротивления на ξ-м 
участке:  

            0
1

;
M

С C mn mn
m n

M t M t t P
 

   
 

  ,                                           

где  0 ;C mnM t P  , mnt  , mnP  – момент сопро-
тивления на резце при единичном акте взаи-
модействия с обрабатываемой средой, момент 
появления и случайные параметры n-го им-
пульса на m-й плоскости резания ξ-го участка. 

Параметры импульсов сопротивления на 
ноже имеют случайный характер. Их мате-
матические ожидания, дисперсии, спек-
тральные плотности, плотности распределе-
ния зависят от вероятностных характеристик 
изменения физико-механических свойств 
обрабатываемого материала, глубины фрезе-
рования, скорости резания рабочего органа и 
перемещения агрегата. Они определяют ки-
нематические параметры, такие как подача 
на один режущий элемент, характеристику 
снимаемой стружки и энергетические пока-
затели взаимодействия ножей со средой. 

В работе [8] получены выражения для 
определения спектральной плотности мо-
мента сопротивления при выполнении тех-
нологической операции 

               
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где  CS    – спектральная плотность момен-

та на ξ-м участке фрезы;  S   –взаимные 
спектральные плотности моментов для ξ-го и 
η-го участков. 

Для использования полученных выраже-
ний в случае статистической зависимости 
моментов сопротивления на различных 
участках рабочего органа необходимо знание 
взаимных спектральных плотностей  S   
моментов. 

 

        
2. Определение взаимных спектральных 
плотностей моментов сопротивления на 

различных участках рабочего органа 
 

Для взаимных спектральных плотностей 
моментов сопротивления на ξ-м и η-м участ-
ках рабочего органа дорожной фрезы, кото-
рые представляют собой случайные процес-
сы, используя аппарат теории вероятности 
можно записать [9, 10]: 
                  2S F m m          ; 

                  2S F m m          , 

где  F  ,  F   –  взаимные энергетиче-
ские спектры моментов [9]: 

   
        *

1
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2 1
k k
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N T  
   


;(1)                          

   
        *

1
2lim

2 1
k k

N
F m Z j Z j

N T  
   


,(2)   

где 2N+1 – число импульсов в реализациях 
процессов; T – средний период импульсов 
нагрузки;  1m – знак усреднения;    kZ j  , 

   kZ j   – соответственно, преобразования 
Фурье k-ых реализаций ξ-го и η-го процессов 
(в дальнейшем в выражениях индекс k опус-
каем); знак * указывает на комплексно-
сопряженную величину; m , m  – соответ-
ственно,  математические  ожидания ξ-го и 

            
Рис.1. Схема рабочего органа фрезерного типа: 

1 – режущие элементы η-го участка; 2 – режущие элементы ξ-го участка   
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η-го случайных процессов; δ(ω) – дельта-
функция.  

Рассмотрим аналитический подход к 
определению взаимных спектральных плот-
ностей моментов на ξ-м и η-м участках рабо-
чего органа фрезерующего агрегата (рис. 1). 
Разные участки могут иметь различное число 
ножей в плоскости резания, количество 
плоскостей и радиус по концам режущих 
элементов. Соответственно, последователь-
ности импульсов для различных участков 
будут иметь различающиеся периоды по-
вторности, длительности и амплитуды. По-
этому за период T в выражениях (1) и (2) 

примем величину, равную 2 ф  , где ф – 
угловая скорость вращения фрезы. 

Представим  момент  сопротивления  на 
ξ-м участке в виде (рис. 2): 

     
1

;
M

С Cmn m mn
m n

M t M t t nT P
 

   
 

   ,  (3) 

где n – номер оборота рабочего органа отно-
сительно начальной точки отсчета; 

m m фt     – интервал времени между им-
пульсами моментов сопротивления на m-й 
плоскости резания и начальной точкой от-
счета для ξ-го участка фрезы (рис. 2); 

 

          
1

0
0

 ; ;
L

Cmn mn C mnM t P M t T P


    


   , 

где T фT   – период повторности импуль-
сов на одиночной плоскости резания для ξ-го 
участка фрезы (рис. 2); m , T – соответ-
ственно, углы сдвига между начальной точ-
кой отсчета (начальная точка отсчета одина-
кова для резцов всех участков) и режущими 
элементами в m-й плоскости резания и угол 
между соседними резцами в одной плоско-
сти резания для ξ-го участка (рис. 2). 

В начале, определим взаимные энергети-
ческие спектры моментов сопротивления, 
считая величину угловой скорости рабочего 
органа постоянной. 

Если в пределах одного оборота, пара-
метры импульсов можно считать постоян-
ными (в случае, когда они изменяются до-
статочно плавно за время нескольких оборо-
тов фрезы), используя свойства преобразо-
вания Фурье для спектров моментов на ξ-м и 
η-м участках (3) получим: 

                          

 

 
Рис.2. Модель формирования момента сопротивления на участках 

рабочего органа дорожной фрезы 
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   
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               
1

; ; exp exp 2
M N

M ф Cmn ф m
m n N ф ф

Z j S j j j n


  
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где M – количество плоскостей резания η-м 

участке;  ; ;Cmn ф mnS j P   ,  ; ;Cmn ф mnS j P   – 
соответственно, преобразование Фурье мо-

ментов сопротивления на ξ-м и η-м участках 
m-й плоскости резания в течении n-го оборо-
та рабочего органа: 
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                                      
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 ,        

             
где  0 ; ;C ф mnS j P   ,  0 ; ;C ф mnS j P    – соответственно, спектры одиночных импульсов 
моментов сопротивления на режущем элементе ξ-го и η-го участков: 
 

                                           0 0
0

; ; ; exp
ф

C ф mn C ф mnS j P M t P j t dt
 

         ; 

                                     0 0
0

; ; ; exp
ф

C ф mn C ф mnS j P M t P j t dt
 

         , 

 
где mnP  , T ,  0 ;C mnM t P  – соответственно, 
случайные параметры, угол между соседни-
ми резцами в одной плоскости резания и 
функция, описывающая момент сопротивле-
ния при единичном акте взаимодействия но-
жа для n-го оборота фрезы для импульса на 
m-й плоскости резания η-го участка (рис. 2); 

m –  углы сдвига между начальной точкой 
отсчета и режущими элементами в m-й плос-
кости резания для η-го участка; L  – число 
ножей в плоскости резания η-го участка;  , 

 – соответственно, углы контакта ножей с 
обрабатываемой средой ξ-го и η-го участков. 

Углы контакта резцов с обрабатываемым 
материалом   и   зависят от радиусов по 

 
 концам режущих элементов для соответ-
ствующих участков, угловой скорости рабо-
чего органа, скорости перемещения дорож-
ной фрезы, изменения профиля поверхности 
и схемы подвески фрезы, которые определя-
ют глубину фрезерования, а также от пере-
мещений, вызванных воздействием сил реза-
ния и силами, связанными с ее неуравнове-
шенностью.    

Используя выражения (1) и (2) с учетом 
выражений (4) и (5), в случае если вероят-
ностные характеристики параметров не зави-
сят от точки отсчета (при стационарном ха-
рактере распределения условий работы до-
рожной фрезы),  получим:  

     
2

1

1 1

; ;2 exp
M M

ф
qsml m l

m l q s q s ф
m

G P
F K j

T P P

 


   
  

              
        

  
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         

   ; (6) 
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       
2

2
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; ;1; exp
2

M M Q
ф

q q m l ф ф
m l q rq фm
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P

  


  
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                    
         

   , (7) 

 
где qm , qD – соответственно, математиче-
ские ожидания и дисперсии параметров им-
пульсов; qsmlK  , qsmlpK  , qsmlK  , qsmlpK   – 
коэффициенты корреляции и взаимной 
корреляции случайных однородных и разно-

родных параметров импульсов моментов 
нагружения на m-й и l-й плоскости резания 
ξ-го и η-го участков; p n i  .  

В выражениях (6) и (7) введены обозна-
чения: 

          

       
1 1

*
1 0 0

0 0

; ; ; ; ; ; exp
L L
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       
1 1

*
1 0 0

0 0

; ; ; ; ; ; exp
L L

ф C ф m C ф l T T
ф

G j P S j P S j P j
  

      
 

 
          

  
 ; 
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1 1
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; ; ; ; ; ; exp
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G j P S j P S j P j
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  
 . 

 
При определении усредненных значений в 

выражениях (1) и (2) было использовано раз-
ложение функций в ряд Тейлора в окрестно-
сти точки с координатами, соответствующи-

ми средним значениям параметров с ограни-
чением членами до второго порядка  [8].         

При выводе выражений (6) и )(7) учтено, 
что: 

                            

     1lim exp 2 1
2 1

N N

ф фN n N i N rф
n i

j n i r
N




  



 
         

   
   , 

а так же                 
                                        1 2; ;q qG m G m    ;       1 2; ;q qG m G m    ; 
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  . 

 
Окончательно, используя метод рандоми-

зации [10], усредним выражения (6) и (7) по 
угловой скорости вращения рабочего органа. 

Таким образом, для взаимных энергетиче-
ских спектров имеем:  
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где  
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 , 

 
где  фW   – плотность распределения угло-
вой скорости вращения фрезы. 

Полученные выражения показывают, что 
взаимные спектральные плотности опреде-
ляются спектром функции описывающей из-
менение момента сопротивления на режу-
щем элементе при одиночном акте взаимо-
действия с обрабатываемой средой, коэффи-
циентами корреляции и взаимной корреля-

ции параметров импульсов. Они зависят от 
расстановки режущих элементов на участках 
рабочего органа, числа ножей в плоскости 
резания и плотности распределения угловой 
скорости вращения фрезы. Причем даже в 
случае равенства нулю коэффициентов кор-
реляции и взаимной корреляции параметров 
значения взаимных энергетических спектров 
не становятся равными нулю: 
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   .   

      
Выражения для определения взаимных 

спектральных плотностей моментов сопро-
тивления, формируемых на различных 
участках, позволяют на стадии проектирова-
ния рассчитать спектральную плотность мо-
мента сопротивления на рабочем органе с 
помощью подхода, представленного в [8]. 

Вероятностные характеристики нагрузок 
на фрезе служат исходной информацией для 
динамического анализа системы привода и 
конструкции агрегата, его прочностного ана-
лиза, выбора оптимальных параметров и ре-
жимов работы. 

 
3. Заключение 

 
Рассмотрен случай, когда рабочий орган 

дорожной фрезы состоит из нескольких 

участков, каждый из которых может иметь 
несколько плоскостей резания с различным 
числом ножей в плоскости. Радиус по кон-
цам режущих элементов внутри каждого из 
участков одинаков.  

Для расчета спектральной плотности мо-
мента сопротивления на фрезе в случае ста-
тистической зависимости моментов сопро-
тивления на ее различных участках необхо-
димо знание взаимных спектральных плот-
ностей моментов. 

В статье предложен аналитический метод 
определения взаимных спектральных плот-
ностей на рабочем органе на стадии проек-
тирования с учетом его конструкции, режи-
мов работы, и условий эксплуатации. 
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